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១១១ Education is the most
powerful weapon

which you can use to
change the world.

Nelson Mandela

Mathematics
may not teach us how to
add love or subtract hate,
but it gives us hope
that every problem
has a solution.

Annoymous P H A N K I M S I E
Circle Parabola Ellipse Hyperbola

១.១ េសចក្តីេផ្តើមៃនេកានិច

ែផ្នករាងសាជី្រត�វបានេគរកេឃញីក្នុងកំឡុងសម័យ្រកិកបុរាណែដលមានរយៈេពលពី 600 េទ 300

ឆា្ន មុំនគ.ស។ការចាប់េផ្តីមរះិរក្រសាវ្រជាវពីសាជីេនក្នុងសម័យរជ្ជកាលេអឡចិសានឌ់័រ ែដល្រត�វបាន
េគទទួលសា្គ ល់អំពីការ្រសាវ្រជាវរបស់េលាក Apollonius (262­190 B.C)។ ការសិក�ភាសា
្រកិកបុរាណមានការពិបាកយ៉ាងខា្ល ងំជាមួយនឹងលក្ខណៈធរណីមា្រតៃនសាជី។ រហូតមកដលេ់ដីមសតវត្ស
ទី 17 ភាពងាយ្រស�លៃនសាជីបានេលចេឡងីយ៉ាងចបស់។ តាមការសិក�្រសាវ្រជាវរបស់អ្នក្របាជ្ញ
កន្លងមក េគបានរកេឃញីពីលក្ខណៈៃនេកាណ។ ែផ្នកៃនរាងសាជីគឺជាែខ្សេកាងែដលទទួលបាន
េដាយការ្របសព្វគា្ន រវាងប្លង់និងេកាណេនែផ្នកខាងសា្ត ។ំ ប្លង់កាតែ់កងនឹងេកាណបេង្កីតបានជា រង្វង ់
 ។ ប្លង់កាត់្រសបេទនឹងចំេហៀងៃនេកាណបេង្កីតបានជា ប៉ារ៉ាបូល។ ប្លង់កាត់អ័ក្សេកាណបេង្កីតបាន
មំុ្រស�ចបេង្កីតបាន េអលីប។ ចុងេ្រកាយគឺ ប្លង់កាត់្រសបនឹងអ័ក្សេកាណបេង្កីតបានជា អុីែពបូល ែដល
ែចកជាពីរែផ្នកដូចរូប។

 ˪្លង្់រ˪សព្វេកាណបេង្កើតបានែខ្សេកាងចំនួនបួន
៣ ផាន់ គឹមេសៀ



េកានិច

១.២ គុណសម្បត្តិៃនេកានិច

េដីម្បីេឆ្លីយតបេទនឹងកម្មវធីិសិក�ថា្ន ក់វទិយល័យ េយងីនឹងសិក�ពីប្លង់មួយកាត់េកាណពីរមិន្រតង់
កំពូលែដលរមួមាន រង្វង់ ប៉ារ៉ាបូល េអលីប និងអីុែពបូល។ ប៉ារ៉ាបូល និងអីុែពបូល្រត�វបានអ្នក្របាជ្ញ្រកិក
មា្ន ក់ឱ្យេឈា្ម ះ ែដលេលាកមានេឈា្ម ះថា Apollonius។ ប៉ារ៉ាបូលជារូបរាងមួយែដលេគេ្របីេនក្នុង
ែកវព្រងីកែដលមានអានុភាពខា្ល ងំ និងជាឧបករណ៍ស្រមាបច់ាបយ់កថាមពលពន្ល្ឺរពះអាទិត្យ។ ចំែណក
ឯអីុែពបូល្រត�វបានេគេ្របីក្នុងដំេណីរការកំណត់សមា្គ ល់នូវទីតាងំមួយេដាយមានការប្រង�មគល់េដ
េនះជាអ្វីែដលេធ្វីឱ្យ្របព័ន្ធ GPS អាចេធ្វីេទបាន។ រឯី េអលីប ្រត�វបានេគយកេទសិក�េលីគន្លងៃន
ភពែផនដីេដាយដឹងពីេល្ប�នៃនអង្គធាតុេធ្វីចម្លងេលីគន្លងជាេអលីប។

Ego=
1

Knowledge
.

−Albert Einstein

៤ ផាន់ គឹមេសៀ



� រង្វង
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២.១ េសចក្តីេផ្តើមៃនរង្វង់
ពាក្យថា   រង្វង ់ គឺបានមកពីពាក្យ្រកិក Kirkos ែដលមានន័យថា
រង្វង់មួយបានមកពី មូលដា្ឋ ន Ker ែដលមានន័យថា ែ្របឬបត់។
រង្វង់ ្រត�វបានេគសា្គ ល់តាងំពីមុនេពលចាប់េផ្តីមៃន្របវត្តិសា�ស្តែដល
បានកត់្រតាទុក។ ក្នុងធម្មជាតិ រង្វង់ ្រត�វបានេគសេង្កតេឃញីដូចជា
្រពះច័ន្ទ ្រពះអាទិត្យ និងេដីមរុក្ខជាតិខ្លីមួយែដលបក់តាមខ្យល់ េន
េលីដីខ�ច់ែដលមានទ្រមង់ជារង្វង់។ក្នុងគណិតវទិយ ការសិក�រង្វង់
បានជួយដល់ការអភិវឌ្ឍ នូវ ែផ្នកធរណីមា្រត តារាសា�ស្ត និងការ
គណនា។ មកដល់េពលេនះក្នុងកំឡុងអារ្យធម៌ទំេនីបមានសមត្ថភាព
ក្នុងការ បេង្កីត អ្វី ៗ ែដលមានរាងជា រង្វង់ បាន ែដលជាេដីម ចង ៃន
ការកំណត់ពីរូបរាងរបស់វា។

 

Circle 

Ellipse 

Parabola 

Hyperbola និយមន័យ ១
ចំណុច្របសព្វ រវាង េកាណ និង ប្លង់ ែដលកាត់ េកាណ
បេង្កីតបានជារង្វង់ែដលស្ថិតក្នុងេកាណេនាះ។ បញ្ជ ក់
ប្លង់ ្រត�វ កាត់ ែកង នឹង អ័ក្ស អរ េដាេន និង ្រសប នឹង
អ័ក្សអាប់សីុស។ ដូចេនះ រង្វង់ គឺជា រូបរាង ៃន ការ
្របសព្វគា្ន រវាងេកាណ និងប្លង់ែដលែកងនិង្រសបអ័ក្ស
េម។

៥ ផាន់ គឹមេសៀ



េកានិច
 

Circle 

Ellipse 

Parabola 

Hyperbola និយមន័យ ២
រង្វង់គឺជាសំណំុៃនចំនុចទាងំអស់ក្នុងប្លង់ែដលមានភាពេស្មីគា្ន ពី
ចំនុចេថរមួយេនក្នុងប្លង់។ ចំនុចេថរ្រត�វបានេគេហថា ចំនុច
កណា្ត លៃនរង្វង់ ឬ ផ្ចិ តៃនរង្វង ់O េហយីចមា្ង យពីចំនុចកណា្ត ល
េនាះេទនឹងចំនុចេនេលីរង្វង់េហថា កាៃំនរង្វង ់OP ។

O P

ផ្ចិតរង្វង់

ការំង្វង់

២.២ សមីការរង្វង់

២.២.១ ទ្រមង់ស្តង់ដាៃនសមីការរង្វង់
ផ្ចិតរង្វង់ស្ថតិ្រតង់គលត់្រម�យ 

េដាយសាររង្វង់មួយ្រត�វបានកំណត់ជាសំណំុចំនុចេស្មីគា្ន ពី
ចំនុចកណា្ត លៃន រង្វង់ ដូេច្នះ េយងីអាចេ្របី រូបមន្តចមា្ង យ
រវាងពីរចំណុចេដីម្បកីំណត់សមីការៃនរង្វង់។ េយងីចាប់េផ្តីម
សិក�ដំបូងជាមួយនឹងរង្វង់ែដលមានចំណុចកណា្ត លរបស់
វាេន្រតង់គល់ត្រម�យ O(0,0) កាត់ចំនុច P(x,y) មួយ
េហយីមានកាំ r = OP ។

O

P(x,y)
r = OP

Qx

y

x2 + y2 = r2

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ សមីការរង្វង់ែដលមានផ្ចិត្រតង់គល់ត្រម�យ
OP =

√
(xP − xO)

2 +(yP − yO)
2 {រូបមន្តចមា្ង យរវាងពីរចំណុច}

r =
√
(x−0)2 +(y−0)2 {េដាយ xO = 0,yO = 0}

r2 = x2 + y2 {េលីកអង្គទាងំពីរជាកាេរ}

ឬ x2 + y2 = r2

មយង៉វញិេយងីអាចពិនិត្យេលី្រតីេកាណែកង OPQ ែកង្រតង់ Q

តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ OP2 = OQ2 +PQ2

⇐⇒ r2 = x2 + y2

■

! តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ៖ អីុប៉ូេតនុសការេរេស្មីផលបូកកាេរៃន្រជ�ងជាប់មុំែកងទាងំពីរ។

៦ ផាន់ គឹមេសៀ



េកានិច

ជាទូេទ ២.២.១ សមីការរង្វង់ែដលមានផ្ចិត្រតង់គល់ត្រម�យែដលមានផ្ចិត (0,0) និងកាំ r > 0

គឺ៖  x2 + y2 = r2 ។

វិធាន ១
េដីម្បគូីសរង្វង់ែដលមានផ្ចិត្រតង់គល់ត្រម�យឱ្យបាន្រតឹម្រត�វតាមសមីការ េយងី្រត�វ៖

• កំណត់ទីតាងំនិងតាង្រតង់គល់ត្រម�យដូចេទនឹងផ្ចិតរង្វង់
• កំណត់ទីតាងំនិងតាងចំណុចកាត់អ័ក្សអាប់សីុសគឺ (r,0) និង (−r,0)

• កំណត់ទីតាងំនិងតាងចំណុចកាត់អ័ក្សអរេដាេនគឺ (0,r) និង (0,−r)

• គូសរង្វង់កាត់តាមចំណុចទាងំេនាះ ។
 

Circle 

Ellipse 

Parabola 

Hyperbola ឧទាហរណ៍ ១
ចូរគូសរង្វង់តាមសមីការរង្វង់ដូចខាងេ្រកាម៖

១ x2 + y2 = 8

២ x2 − y2 = 9

៣ x2 + y2 =−2

៤ −y2 − x2 =−25

ដំេណាះ្រសាយ៖ គូសរង្វង់តាមសមីការរង្វង់ដូចខាងេ្រកាម៖
១ x2 + y2 = 8

x2 + y2 =
(

2
√

2
)2

, {សរេសរចំនួនពិតជាចំនួនមួយេលីកជាកាេរ}
កំណត់បាន ផ្ចិតរង្វង់ I(0,0) និងកាំ r = 2

√
2

x

y

I(0,0)

(2
√

2,0)

(0,2
√

2)

(−2
√

2,0)

(0,−2
√

2)

x2 + y2 = 8

r = 2
√

2

៧ ផាន់ គឹមេសៀ



េកានិច

២ x2 − y2 = 9

តាមសមីការរង្វង់មាននរាង x2 + y2 = r2

េនាះសមីការ x2 − y2 = 9 មិនែមនជាសមីការរង្វង់េទ េ្រពាះសមីការេនះមានវត្តមានសញញ
ដកេនពីមុខេមគុណ y2 ែតជាសមីការអុីែពបូលែដលនឹង្រត�វសិក�ចំណុចបនា្ទ ប់។
ដូចេនះ សមីការ x2 − y2 = 9 មិនអាចកំណត់ៃនការគូសរង្វង់បានេទ។

៣ x2 + y2 =−2

ក្នុងសមីការរង្វង់ x2 + y2 = r2 ែដល្រត�វបានកំណត់ r > 0 េ្រពាះកាគំឺជា្របែវង
េយងីអាចសន្និដា្ឋ នបានថាសមីការ x2 + y2 =−2 មិនែមនជាសមីការរង្វង់េ្រពាះ −2 < 0

ដូចេនះ សមីការ x2 + y2 =−2 មិនអាចកំណត់ៃនការគូសរង្វង់បានេទ។

៤ −y2 − x2 =−25

x2 + y2 = 25, {ស្រម�លសញញ ដកៃនអង្គទាងំពីរ}

x2 + y2 = 52

កំណត់បាន ផ្ចិតរង្វង់ I(0,0) និងកាំ r = 5

x

y

I(0,0)

(5,0)

(0,5)

(−5,0)

(0,−5)

x2 + y2 = 25
r = 5

■

ផ្ចិតរង្វង់មិនស្ថតិ្រតង់គលត់្រម�យ

េយងីអាច េ្របី រូបមន្ត ចមា្ង យ រវាង ពីរ ចំណុច េដីម្បី កំណត់
សមីការរង្វង់ ែដលមានកាំ r និងផ្ចិត  I(h,k) ែដលមិន
ឋតិេន្រតង់គលត់្រម�យ។ េយងីចាប់េផ្តីម្រសាយសមីការរង្វង់
េដាយសិក�េលីរង្វង់ែដលមានផ្ចិត I(h,k) េហយីកាតច់ំនុច 
P(x,y) ែដលមានកាំ r = IP ។

0

I(h,k)

P(x,y)r = IP

(x−h)2 +(y− k)2 = r2

៨ ផាន់ គឹមេសៀ



េកានិច

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ សមីការរង្វង់ែដលមានផ្ចិតមិនស្ថិត្រតង់គល់ត្រម�យ
IP =

√
(xP − xI)

2 +(yP − yI)
2, {រូបមន្តចមា្ង យរវាងពីរចំណុច}

r =
√
(x−h)2 +(y− k)2, {េលីកអង្គទាងំពីរជាកាេរ}

r2 = (x−h)2 +(y− k)2

ឬ (x−h)2 +(y− k)2 = r2

■

ជាទូេទ ២.២.២ សមីការរង្វង់ែដលមានផ្ចិតមិនស្ថិត្រតង់គលត់្រម�យែដលមានផ្ចិត I(h,k) និងកាំ
r > 0 គឺមានរាង៖ (x−h)2 +(y− k)2 = r2 ែដលេហថា សមីការស្តងដ់ាៃនរង្វង។់

ចំណាំ ២.២.៣ េយងីអាចេ្របីសមីការរង្វង់េនះេដីម្បីបងា្ហ ញសមីការរង្វង់ែដលមានផ្ចិត្រតង់គល់
ត្រម�យ (h = 0;k = 0) េគបាន៖ (x−h)2 +(y− k)2 = r2

(x−0)2 +(y−0)2 = r2

x2 + y2 = r2

វិធាន ២
េដីម្បសីង់រង្វង់ែដលមានផ្ចិតមិនស្ថិត្រតង់គល់ត្រម�យ េយងី្រត�វ៖

• កំណត់និងតាងផ្ចិត I(h,k) និងកាៃំនរង្វង់
• កំណត់ចុងចំណុចៃនកាែំដលគូសេចញពីផ្ចិត
• គូសរង្វង់េដាយកាត់តាមចុងចំណុចេនាះ។

២.២.២ សមីការទូេទៃនរង្វង់

សមីការស្តង់ដាៃនរង្វង់ែដលមានកាំ r និងផ្ចិត (h,k) គឺ៖
(x−h)2 +(y− k)2 = r2 ⇐⇒ x2 −2hx+h2 + y2 − ky+ y2 = r2

⇐⇒ x2 + y2 −2hx−2ky+h2 + k2 − r2 = 0

តាង A =−2h, B =−2k និង C = h2 + k2 − r2

េគបាន x2 + y2 +Ax+By+C = 0 េហថា សមីការទូេទៃនសមីការ ។
៩ ផាន់ គឹមេសៀ



េកានិច

ជាទូេទ ២.២.៤ សមីការទូេទៃនរង្វង់គឺ x2 + y2 +Ax+By+C = 0 ែដលមានផ្ចិត (h,k)

និងកាំ r =
√

h2 + k2 −C ,C ជាចំនួនពិត។

វិធាន ៣
វធិានៃនការកំណត់កានិំងផ្ចិតែដលឱ្យេដាយសមីការទូេទៃនរង្វង់៖
១ េធ្វីយ៉ាងណាឱ្យេមគុណ x2 និង y2 េស្មី 1 និងេនអង្គទីពីរេស្មី 0
២ េយងីនឹងកំណតប់ានផ្ចិតមានកូអរេដាេន (h,k) ែដល h =−1

2
A និង k =−1

2
B

៣ កាៃំនរង្វង់ r =
√

h2 + k2 −C ។

ចំណាំ ២.២.៥ េយងីក៏អាចកំណត់កូអរេដាេនផ្ចិត និងកាតំាមរយៈការបែម្លងសមីការទូេទេទជា
សមីការស្តង់ដាៃនរង្វង់ែដលមានរាង (x−h)2+(y−k)2 = r2 កំណតប់ាន ផ្ចិត (h,k) និង
កាំ r។

២.៣ ទ្រមង់ខុសគា្ន ៃនសមីការរង្វង់

I េនេពលែដលរង្វង់ប៉ះអ័ក្សអាប់សីុស
េនាះសមីការរង្វង់មានរាង
(x−h)2 +(y− k)2 = k2

x

y

O P

IP = r = k
I(h,k)

II េនេពលែដលរង្វង់ប៉ះអ័ក្សអរេដាេន
េនាះសមីការរង្វង់មានរាង
(x−h)2 +(y− k)2 = h2

x

y

O

P

IP = r = h

I(h,k)

III េនេពលែដលរង្វង់ប៉ះអ័ក្សទាងំពីរ
េនាះសមីការរង្វង់មានរាង
(x−h)2 +(y− k)2 = k2

(x−h)2 +(y− k)2 = h2 x

y

O Q

P r = h; r = k

I(h,k)

១០ ផាន់ គឹមេសៀ
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IV េនេពលែដលរង្វង់កាត់គល់ត្រម�យ និងផ្ចិត
ស្ថិតេនេលីអ័ក្សអាប់សីុស
េនាះសមីការរង្វង់មានរាង

(x−h)2 + y2 = h2

ឬ x2 + y2 −2hx = 0

x

y

O

r = h

I(h,0)

V េនេពលែដលរង្វង់កាត់គល់ត្រម�យ និងផ្ចិត
ស្ថិតេនេលីអ័ក្សអាប់សីុស
េនាះសមីការរង្វង់មានរាង

x2 +(y− k)2 = k2

ឬ x2 + y2 −2ky = 0
x

y

O

r = kI(0,k)

VI េនេពលែដលរង្វង់កាត់គល់ត្រម�យនិងកាត់ពីរចំណុច
a និង b ែដល b ស្ថិតេនេលីអ័ក្សអរេដាេន និង a

ស្ថិតេនេលីអ័ក្សអាប់សីុស េនាះសមីការរង្វង់មានរាង
x2 + y2 − ax − by = 0 ែដល មាន ផ្ចិត
I
(

a
2
,
b
2

)
។

x

y

O

(0,b)

(a,0)

I
r =

1
2

√
a2 +b2

VII លក្ខណៈពិេសស ៖ តាង A(x1,y1) និង B(x2,y2)ជាចុងចំណុចសងខាងៃនអង្កត់ផ្ចិត AB

និងតាង P(x,y)ជាចំណុចមួយេនរង្វង់
េមគុណ្របាប់ទិសៃន AP =

y− y1

x− x1

េមគុណ្របាប់ទិសៃន BP =
y− y2

x− x2
េដាយសារែត ∠APB = 90◦

េយងីបាន េមគុណ្របាប់ទិស AP×BP =−1
x

y

A B

P

I

=⇒
(

y− y1

x− x1

)
×
(

y− y2

x− x2

)
=−1

=⇒ (x− x1)(x− x2)+(y− y1)(y− y2) = 0

ដូចេនះ សមីការរង្វង់មានរាង (x− x1)(x− x2)+(y− y1)(y− y2) = 0 ។
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២.៤ ទីតាងំេធៀបរវាងចំណុច/បនា្ទ ត់នឹងរង្វង់

២.៤.១ ទីតាងំេធៀបរវាងចំណុចនឹងរង្វង់

ជាទូេទ ២.៤.១ ទីតាងំេធៀបរវាងចំណុច P(x0,y0) និងរង្វង់ែដលមានផ្ចិត I(h,k) និងកាំ r គឺ៖

m េបី IP = r េនាះចំណុច P េនេលីរង្វង់
m េបី IP > r េនាះចំណុច P េនខាងេ្រករង្វង់
m េបី IP < r េនាះចំណុច P េនខាងក្នុងរង្វង់។

x

y

I P

P

P

ក្នុងការបងា្ហ ញថាចំណុចមួយស្ថិតេនេលី, េ្រក, ឬក្នុងរង្វង់ េយងី្រត�វរកចមា្ង យពីចំណុចេនាះេទនឹង
ផ្ចិតៃនរង្វង់ េហយីេ្របៀបេធៀបជាមួយ្របែវងកាៃំនរង្វង់។ ែតយ៉ាងណាមិញ េយងីនឹងសិក�េលីករណី
មួយេផ្សងេទៀតែដលមិនចាបំាចរ់ក្របែវងពីចំណុចមួយេទផ្ចិតេទ េពាល្រគាន់ែតយកកូអរេដាេនៃនចំណុច
េនាះេទជំនួសក្នុងសមីការរង្វង់ េយងីនឹងដឹងពីទីតាងំៃនចំណុចយ៉ាង្របាកដ។
ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ • ចំេពាះ IP = r េនាះចំណុច P េនេលីរង្វង់

⇐⇒ IP2 = r2

⇐⇒ (x0 −h)2 +(y0 − k)2 = r2

⇐⇒ (x0 −h)2 +(y0 − k)2 − r2 = 0

ឬ x2
0 + y2

0 −2hx0 −2ky0 +h2 + k2 − r2 = 0

តាង f (x0,y0) = (x0 −h)2 +(y0 − k)2 − r2 = 0

ឬ f (x0,y0) = x2
0 + y2

0 −2hx0 −2ky0 +h2 + k2 − r2 = 0

• ចំេពាះ IP > r េនាះចំណុច P េនេ្រករង្វង់
• ចំេពាះ IP < r េនាះចំណុច P េនក្នុងរង្វង់
ស្រមាយពីរករណីខាងេលីដូចស្រមាយក្នុងករណីទីមួយ ្រគាន់ែតផា្ល ស់ប្តូរសញញ វសិមភាព។

■
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